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EMERGENTNY | UNIWERSALNY CHARAKTER
PRAWA ROZKLADU ZIPFA W NAUCE

The Emergent and Universal Nature of Zipf’'s Law
in Science

Stowa kluczowe: prawo Zipfa, relacje po-
tegowe, ztozonos¢, emergencja.

Streszczenie

Prawo rozktadu Zipfa znajduje zastosowa-
nie w bardzo wielu i czgsto odlegtych od siebie
dziedzinach rzeczywistosci fizycznej, biologicz-
nej czy tez spoteczno-ekonomicznej. Nasze roz-
wazania umieszczamy w kontekscie dyskusji filo-
zoficznej na temat zlozonos$ci badanych uktadow
fizycznych, ktora to ztozono$¢ daje sig jednak
efektywnie wyrazi¢ przez proste relacje potggo-
we. Pokazujemy, ze pewne wielkosci charakte-
rystyczne dla relacji opisywanych przez uktady
fizyczne maja charakter relacji potggowych.
Prawo Zipfa jest emergentne z praw losowego
zachowania uktadu rzadzonych przez prawa
wyprowadzane z teorii procesow stochastycz-
nych. Z naszej analizy wynika, ze prawo Zipfa
swiadczy o emergencji o charakterze metodolo-
gicznym.

Key words: Zipf’s law, power-law relations,
complexity, emergence.

Abstract

In the paper we discuss Zipf’s law and its
variety of applications in the broad range of
scientific disciplines from physics, biology,
music to sociology and economics. Our analy-
ses are placed in the context of the philosophi-
cal debate on complexity and emergence in
science. We show that Zipf’s law has the form
of power-law scaling and in its nature is emer-
gent and derivable from a more fundamental
theory (the theory of stochastic processes). Du-
ring this reconstruction we are dealing with
a methodological type of emergence.



62 Marek Szydtowski, Pawel Tambor

Wstep

W pracy przedstawiamy argumentacj¢ na poparcie tezy, ze fakt opisu Swiata
w kategoriach prawa Zipfa jest efektem takich wlasnosci samego $wiata, ze je-
steSmy w stanie uja¢ w postaci prostych formut dos¢ ztozone zachowania ukta-
dow fizycznych!. Wskazujemy rowniez na emergentny charakter prawa Zipfa,
dla ktorego poszukujemy struktur glgbszych z poziomu dolnego.

Prawo Zipfa jest §wiadectwem skutecznosci opisu §wiata w jego réznych ska-
lach i obszarach w kategoriach prostych potggowych relacji pomigdzy zmienny-
mi opisujacymi zjawiska. Zaleznos¢ potggowa nie opiera si¢ na jakiej$ funda-
mentalnej matematycznej strukturze, jaka definiuje Tegmark w swojej koncepcji
Mathematical Universe (algebry Boole’a). Prawo rozktadu Zipfa moze by¢ kla-
sycznym przyktadem emergencji, podobnym do emergencji termodynamiki z me-
chaniki statystycznej. Fakt skutecznosci opisu przy pomocy tak niezwykle ele-
mentarnego prawa w badaniach trendéw na rynkach finansowych, w muzyce,
uktadzie immunologicznym, programach komputerowych, rozkladzie pozarow
w miastach czy tez grawitacji kwantowej sugeruje, moze by¢ takze swiadectwem
pewnych pozaempirycznych kryterioéw epistemologicznych, takich jak: prostota,
pigkno, ekonomia $rodkow poznawczych. Nasza generalna teza jest nastepuja-
ca: prawo Zipfa jest emergentne z praw losowego zachowania uktadu rzadzonych
przez prawa wyprowadzane z teorii procesOw stochastycznych i jako takie spet-
nia kryteria emergencji w jej wersji metodologiczne;.

Organizacja naszej pracy jest nastgpujaca. W czesci pierwszej dokonujemy
krotkiego omowienia prawa Zipfa oraz przegladu jego przyktadowych zastoso-
wan. W czescei drugiej podajemy argumenty na rzecz emergentnej natury prawa
Zipfa oraz wskazujemy na ontologiczny i metodologiczny charakter tej emergen-
cji, sugerujac, ze moze to by¢ prawo wyrazajace wlasno$¢ skalowania $wiata.
W czesci ostatniej formulujemy takze gtdowne wnioski wynikajace z filozoficz-
nej refleksji nad uniwersalnoscia prawa Zipfa.

1. Prawo rozkiadu Zipfa — kontekst odkrycia

Zacznijmy od proby wydobycia pewnych relacji ilo§ciowych w lingwistyce.
Teksty pisane tworzone sg przez ludzi, ale dobrze wiemy z badan lingwistycz-
nych, ze posiadajgq pewne zlozone struktury na réznych poziomach: na poziomie
morfologii stow, sktadni zdaniowej itd.2 Rodzi si¢ pytanie, czy teksty moga po-

I Por. M. Tegmark, The mathematical universe, ,Foundations of Physics” 2008, nr 38,
s. 101-150.
2 Por. I. R. Pierce, Symbole, sygnaly i szum, Biblioteka Probleméw, PWN, Warszawa 1967.
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siada¢ pewne ogo6lne prawidlowosci, ktore moglibySmy ujac¢ w relacje ilosciowe.
W tym celu rozwazmy okres§lony tekst czy tez korpus tekstow i skonstruujmy li-
stg rankingowa slow wedlug malejacej liczby wystapien w tekscie. Jest to naj-
prostszy sposob uporzadkowania stow. W ten sposob kazdemu stowu zostaje
przyporzadkowana ranga »(w). Tym samym najczesciej wystgpujace stowo be-
dzie posiadac rangg 1, drugie co do czestosci wystepowania range 2 itd. (tab. 1).

Tabela 1
Przykladowe rangi r(w) oraz czestosci c(w) dla réznych stow
wg Stownika frekwencyjnego polszczyzny wspolczesnej

Ranga Czgstosé Stowo

1 14767 w

2 12473 i

3 11093 sig
4 8750 na
5 7878 nie
6 7605 Z

7 6004 do
8 5233 to
9 4675 ze

Prawo Zipfa: Jezeli stowo w; ma range 10 razy wigksza niz stowo w,, to
stowo w; ma czgstos¢ 10 razy mniejsza niz stowo w,. Czgstos¢ stowa jest od-
wrotnie proporcjonalna do jego rangi,

A
c(w) ~——
r(w)

W latach 30. ubieglego wieku nauczyciel jezyka niemieckiego na Uniwersy-
tecie Harvarda odkryt niezwykle interesujaca zalezno§¢ pomigdzy rangg stowa
w korpusie jezykowym a czesto$cia wystgpowania stow. Policzyt on zaleznos¢
czestotliwosci wystepowania stow (liczby wystapien) w jezyku angielskim3 A(w)
jako funkcje liczby r okreslajacej range. De facto dokonat on tego, co nazwali-
by$my histogramem; zwigzek migedzy wielko$ciami zostat opisany zaleznos$cia
hiperboliczna*:

3 Gdzie ,the” ma rangg 1, ,,and” — rangg 2, ,,of” — rangg 3 itd.
4 Por. G. K. Zipf, Human behavior and the principle of least effort, Addison — Wesley
Press 1949.
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W) =~ h(w) 01—
W) = —— w) 0 —
r(w)’ r(w) -

Ta zalezno$¢ posiada niezwykle prosta interpretacje. Im wigksza ranga,
tym mniejsza czgstos¢. Co to znaczy? Jesli jakies stowo, powiedzmy w;, ma ran-
ge 10 razy wigksza niz inne, powiedzmy w,, to stowo w; ma czgstos¢ 10 razy
mniejsza niz stowo w;.

Zalezno$¢ jest oczywiscie rownowazna stwierdzeniu, ze dla kazdego stowa
w tekscie iloczyn rangi i czgstosci jest staty. Jesli N to liczba elementdw 1 k jest
ich ranga, to formalnie:

f(k,s,N) = Jie

ngzl nSE

gdzie s to wartos¢ eksponenty charakteryzujacej rozktad.
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Rozklady ranga—czgstos¢ spetniajace prawo Zipfa:
* lingwistyka — rozktad wystgpowania stow,
* naukometria — rozklad cytowan artykutéw naukowych,
» ekonomia — rozk}ad dochodéw ludnosci,
» ekonomia — rozktad wielko$ci miast,
* astronomia — rozmiary meteorytow.

Pozniej okazato sig, ze wlasnos$¢ ta jest uniwersalna, tzn. analogiczne relacje
zachodza dla innych jezykow, takze dla tekstow pisanych w jezykach etnicznych.
Dzi$ prawo Zipfa nalezy do kanonu dziedziny iloSciowych badan praw wystg-
pujacych w jezyku, zwanej lingwistyka kwantytatywna.

Reasumujac, prawo Zipfa wyraza fakt, ze w dowolnym jezyku wiekszosé
stow jest uzywana rzadko i gdy uporzadkujemy stowa danego jezyka wedlug czg-
stosci ich wystgpowania w Wypowiledziach, to czestos$¢ n-tego stowa w rankingu
jest odwrotnie proporcjonalna do — , gdzie a jest bliskie jednosci. Prawo to jest

n

rodzajem uniwersalnej nieliniowej relacji jezykowej; stwierdza owa relacje, ale
nie daje wyjasnienia jej natury, podobnie jak w analogiczny sposéb prawo gra-
witacji Newtona nie daje odpowiedzi, jaka jest istota grawitacji, ktéra odkryt
Albert Einstein.

Spojrzmy troche ogodlniej na prawo Zipfa, u podstaw ktérego lezy ,,czynnosc”
rangowania pewnego zbioru danych. Zatézmy, ze posiadamy pewna liczbg n da-
nych (i = 1,2,...,n), dla ktorych ustalamy relacjg¢ stabego porzadku

X| = Xy oo 2 Xy,
Wowczas tres¢ prawa Zipfa moze by¢ zapisana w formie:
C
x(r) =—

o
r

gdzie parametr 4 jest niezwykle bliski jednosci. Logarytmujac obustronnie zalez-
no$¢ (3), uzyskujemy x(r) jako funkcje » na skali logarytmicznej w postaci za-
leznosci liniowe;j:

Inx(r) =InC—alnr (In oznacza logarytm przy podstawie e).

Zatozmy dalej, ze x(r) jest pewna zmienna losowa>. Wowczas, ze statystycz-
nego punktu widzenia, prawo Zipfa jest modelem $redniej albo In x(r) jako funk-
cji liniowej (regresja liniowa) In (r), tj.:

E(logr)y= C—alogr.

Jednakze wykres relacji log-log zrangowanych danych nie stanowi rygory-
stycznego testu. Wobec tego rodzi si¢ pytanie: czy mozna zaproponowac inne

5 Por. W. Li, Zipf's law everywhere, ,,Glottometrics 2003, nr 5, s. 14-21.
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zalezno$ci funkcjonalne jako alternatywe lepiej dopasowujaca te same dane?
W literaturze mozna odnalez¢ wiele alternatyw do prawa Zipfa sformutowanego
dla zrangowanych danych, jak chociazby nastepujacy rozktad®:

C
X(r) = H albo E logx(r) = ¢ — alogr — bel°g",

gdzie b = In B; czy tez wariant rozkladu Weibulla:
E (Inx(r)) = ¢ —a Inr —be £ 177 B — dodatkowa stata.

W literaturze dotyczacej prawa Zipfa toczy si¢ dyskusja na temat odstgpstwa
— systematycznych odchylen od linii prostej w log-log wykresie funkcji liniowe;”.
Nie istnieja jednakze zadne dostateczne powody uznania, ze prawo Zipfa nale-
zatoby zastapi¢ innym. Jest tak z tego powodu, ze inne funkcje dopasowuja zran-
gowane dane lepiejS. W rozstrzygnieciu kwestii, jak ma si¢ prawo Zipfa do in-
nych funkcji dopasowujacych dane, naturalne wydaje si¢ zastosowanie kryterium
Akaike czy tez bayesowskiego kryterium BIC? .

Dokonamy teraz krotkiego przegladu zastosowan prawa Zipfa w réznych
dziedzinach i podamy literature, ktéra moze poprowadzi¢ dalej zainteresowanych
poszerzeniem wiedzy. Zacznijmy od jezykoznawstwa, gdzie prawo Zipfa pozo-
staje najbardziej znanym prawem jezykowym sformutowanym w ramach tzw. lin-
gwistyki kwantytatywne;.

1.1. Prawo Zipfa w lingwistyce kwantytatywnej

Sformutowanych zostato kilka hipotez, ktéore w zadowalajacy sposob thuma-
cza pojawienie si¢ — emergencje¢ — prawa Zipfa w pewnych kontekstach pozaje-
zykowych. Natomiast nie istnieje jaki$ ogolnie akceptowalny model matematycz-
ny tego zjawiska w odniesieniu do stéw w tekstach tworzonych przez ludzi'0.

6 Por. G. U. Yule, 4 mathematical theory of evolution based on the conclusions of dr J.C.
Willis frs., ,,Philosophical Transactions” 1925, s. 21-87.

7 Por. I. R. Piqueira, L. H. Monteiro, T. M. Magalhaos, R. T. de Ramos, R. B. Sassi
i E. G. Cruz, Zipf's law organizes a psychiatric ward, ,,Journal of Theoretical Biology” 1999,
nr 198, s. 439-443.

8 Por. W. Li, Zipf's law..., s. 15.

9 Wyselekcjonowanie prawa Zipfa z uzyciem kryterium prostoty i pewne idee w tym kon-
tekScie byly dyskutowane w pracach: R. E. Quandt, Statistical discrimination among alternative
hypotheses and some economic regularities, ,,JJournal of Regional Science” 1964, nr 5, s. 1-23
oraz C. M. Urzua, 4 simple and efficient test for Zipf's law, ,,Economics Letters” 2000, nr 66,
s. 257-260.

10 polecamy strony z interdyscyplinarnych bibliografii Wentiana Li (gttp://www.nslij-gene-
tics.org/wli/zipf/) oraz A. Pawlowskiego (http://lingwistyka.uni.wroc.pl/bgl/).
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Ogodlnie znany jest fakt, ze z prawa Zipfa mozna wyprowadzi¢ tzw. prawo
Lotki. W tym celu rozwaza si¢ funkcj¢ F(c) jako liczbe typow o czgstosci c.
W ten sposéb otrzymujemy F(1) — liczbg stow wystepujacych jeden raz, F(2)
— dwa razy, etc. Przez czgsto$¢ czgstosci rozumiemy liczbe stow (typow) o da-
nej czegstosci. Mozemy sporzadzi¢ wykres funkcji czestosci F(c) jako funkcje e
w skali logarytmicznej, ktory dobrze odzwierciedlany sig linig prosta. Formalnie:
jezeli F(c;) = 10 F(c,), to 100c; = c,.

Rownowaznym stwierdzeniem jest, ze iloczyn czestosci F(c) i kwadratu cze-
stosci ¢ jest staty albo:

F(c) DL
c(c+l)’

gdzie A jest liczba slow pojawiajacych si¢ w tekscie. Okazuje sig, ze potowa
stownictwa kazdego tekstu to stowa pojawiajace si¢ tylko raz (tzw. hapaksy).

Wyprowadzenie prawa Lotki jest elementarne na bazie wprowadzonych po-
jec€. Jesli przypomnimy sobie, ze oznaczyliSmy przez F(c) liczbe typéw o czgsto-
$ci ¢, c(r) bedzie czestoscia typu o randze r, a r(c) najwigksza ranga typu o czg¢-
stosci ¢, to prawo Zipfa ¢(r) = =, gdzie [...] — czg$¢ catkowita danej liczby nie
wiegksza od tej liczby. r

Stad z prawa Zipfa c(r)=0, wtedy i tylko wtedy, gdy e > A. Zatem A4 to licz-
ba stow wystepujacych w tekscie, w ten sposob: r(c) = <

A A A
F(c)=r(c)-r(c+1) =E—m=m

Stad otrzymalismy, ze prawo Lotki mozna wyprowadzi¢ z prawa Zipfa. Do-
dajmy, ze prawo Lotki zostato sformulowane dziesi¢¢ lat wczesniej od prawa
Zipfa i w dodatku w zupetie odmiennym kontekscie rozktadu cytowan prac na-
ukowych!l. Jego tres¢ jest niezwykle prosta: liczba autoréw cytowanych n-razy
Jest odwrotnie proporcjonalna do n°.

Spotykamy sig tutaj z sytuacja, w ktorej prawo Zipfa pojawia si¢ poza lingwi-
styka. Jest to sytuacja typowa, poniewaz — jak pokazemy dalej — tym prawem
opisuje si¢ takze rozktad dochodéw ludnosci (prawo Pareto, zasada 80/20), czy
tez rozktad wielkosci miast (prawo Gibrata). Proba iloSciowego ujecia zjawiska
korpusu jezykowego doprowadzita nas do wniosku, ze ranga stowa w tekscie
w przyblizeniu opisywana jest prawem Zipfa, zgodnie z ktorym ranga stowa jest
odwrotnie proporcjonalna do jego czgstosci.

11 Por. A. J. Lotka, The frequency diystribution of scientific productivity, ,,J. Washington
Academy Sciences” 1926, nr 16, s. 317-324.
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Wykryte prawidtowos$ci jezykowe sa stuszne dla bardzo szerokiego zakresu
tekstow w roznych jezykach przy do$é nieostrej definicji stowal?. W korpusie
jezyka naturalnego, cz¢stotliwos¢é wystgpowania stow jest odwrotnie proporcjo-
nalna do pozycji w rankingu.

Lingwisci podaja odstgpstwa wykresu ranga—czesto$¢ od prawa Zipfa 1 wska-
zuja na ich systematycznos¢. Wykres ranga—czgstos¢ moze zaleze¢ od rodzajow
tekstow, dla ktérych badamy te relacj¢. Zaproponowany zostal wzor Benoita B.
Mandelbrota, w ktorym zostaty a priori wprowadzone nowe elementy uzaleznia-
jace c(w) od badanego tekstu!3.

]
c(w) D%§D8>L
+r(w) E

Dla tekstow krotkich B < 1, natomiast dla dtugich B > 1. Wzér Mandelbrota
jest zbyt prosty, by dobrze dopasowywac wykresy ranga—czesto$¢ czy liczba ty-
pow—liczba okazow!4.

1.2. Prawo Zipfa w muzyce

Prawo Zipfa jest stosowane w teorii muzykil> . Muzycy powotluja si¢ na Ga-
lena, ktory pisze: ,,Pigkno nie zawiera si¢ w sktadnikach, ale w harmonicznym
ztozeniu catosci”©. Prawo Zipfa jest wazne w kontekscie badan struktur muzycz-
nych, ich hierarchicznej organizacji i stanow emocjonalnych (smutek, gniew,
poczucie szczgscia itp.). Manaris wykorzystuje prawo Zipfa, bedace odzwiercie-
dleniem pewnych wiasnosci skalowania (pojawiajacych si¢ na wielu polach: od
ekologii do muzyki), do klasyfikacji muzyki!?. Odkrywa si¢ pewne formalne

12 por. L. L. Goncalves, L. B. Goncalves, Fractals power law in literary English, ,,Physica
A” 20006, nr 360, s. 557-575; G. Gottfried, Teoria poznania od Kartezjusza do Wittgensteina,
Wydawnictwo WAM, Krakow 2007; H. Xiao, On aplicalibility of Zipf's law in chinese word
frequency distribution, ,,JJournal of Chinese Language of Computing” 2000, nr 18, s. 33—46;
S. Shtrikman, Some comments on Zipf's law for the Chinese language, ,,Journal of Information
Science” 1994, nr 20, s. 142-143.

13 Por. B. B. Mandelbrot, Structure formalle dee textes et communication, ,,Word” 1954,
nr 10, s. 1-27.

14 Por. L. Debowski, Zipfs law against the text size: A half-rational model, ,,Glottome-
trics” 2002, nr 4, s. 49-60.

15 Por. B. Manaris i in., Music classification and aesthetics, ,,Computer Music Journal”
2005, nr 29, s. 55-69.

16 Beauty does not consist in the elements, but in the harmonious proposition of the
parts” (thum. autorzy).

17 Por. D. H. Zanette, Zipf's law and the creation of musical context, CoRR, cs.CL/
0406015 (2004).
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struktury fraktalne, ktore zdaniem L. Solomona maja wptyw np. na binarng struk-
turg pierwszego z cyklu szesSciu Ecossaises W.083 Beethovena i samopodobien-
stwo wykorzystanych tam motywow!8.

W ten sposob, przy pomocy metod ilosciowych, odkrywane sa znane juz
w starozytnosci zwiazki muzyki z natura i matematyka. Poszukuje si¢ tym samym
obiektywnych wzorcow pigkna muzycznego, dostrzegajac struktury samopodob-
ne, dla ktorych charakterystyczne sg relacje potggowe.

W roku 1990 H. J. Hsu i A. J. Hsu odkryli niezwykle interesujaca zaleznos¢
typu potegowego pomigdzy liczba kolejnych nut odleglych od siebie o i potto-
néw od tejze wielkosci i'°. Jesli F oznacza wzgledna czesto$é wystapienia in-
terwatu o dtugosci i pottonow (i = 0 dla prymy, i = [ dla malej sekundy, ...,
i = 8 dla oktawy), to empirycznie mozna ustali¢ zaleznos¢ F « iP, gdzie D jest
pewnym parametrem. Chociaz autorzy tego explicite nie stwierdzili, nalezy ja
uznaé za przejaw prawa Zipfa?0 . Parametr D zalezy od badanego utworu i za-
wiera si¢ pomigdzy 1,34 dla Toccaty fis-mol Bacha (BWV 910) poprzez 1,73
dla sonaty F-dur Mozarta (KV 533) do 2,42 dla Inwencji nr 1 C-dur Bacha
(BWYV 772). Autorzy znajduja wyjatki w postaci utworow Stockhausena, ale
muzyka ta nie podpada pod regulty muzyki klasyczne;j.

Wtasnos¢ samopodobienstwa ze wzgledu na zmienne przestrzenne posiadaja
klasyczne fraktale, ale takie skalowanie moze réwniez zachodzi¢ w zmiennej cza-
sowej — i to jest wlasnie przypadek muzyki. Odkryty zwiazek w muzyce ma zna-
czenie dla automatycznego komponowania muzyki. W roku 1975 Richard Voss
i John Clark odkryli korelacje nie tyle migdzy dwoma kolejnymi dzwigkami (cha-
rakteryzujace lokalne wlasnosci muzyki), ile globalne wtasnosci catych utworow
w kategoriach widma mocy?! .

Jak wiadomo, sygnat zalezny od czasu mozemy rozlozy¢ na sume drgan har-
monicznych o pewnych czgstosciach f; 1 odpowiadajacych im amplitudach (roz-
ktad Fouriera). Widmo mocy S(f) sygnalu zawiera informacje o udziale okre-
$lonych mod czegsto$ci w pelnym widmie, powiedzmy dla fali dzwigkowej. Jest
to informacja, ile energii tej fali przypada na drgania o okreslonej czestosci f.

1
Zaobserwowano uniwersalno$¢ zalezno$ci potegowej Sv(f) D _ﬁ’ﬁ bl

w czesto bardzo odlegtych sytuacjach?2. Voss i Clarke wykazali, ze muzyka wy-
kazuje szum typu 1/f dla prawie wszystkich melodii. Kompozycje atonalne Stoc-

18 1, Linstedt, Fraktale i muzyka, ,,Ruch Muzyczny” 2009, nr 7, s. 6.

19 por. K. J. Hsii, A. J. Hsii, Fractal geometry of music, ,,Proceedings of the National Aca-
demy of Science” 1990, nr 87 (3), s. 938-941.

20 por. D. Wolf, Noise in physical system, Springer Heidelberg, New York 1978.

21 por. R. F. Voss i J. Clarke, 1/f noise in music and speech, ,Nature” 1975, nr 258,
s. 317; R. F. Voss, J. Clarke, 1/f noise in music from 1/f noise, ,,JJournal of Acoustical Society of
America” 1978, nr 63, s. 258-263.

22 Por. D. Wolf, op. cit.
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khausena, Cartera sa biatlym szumem (f = 0), natomiast utwory $redniowieczne,
a takze Beethovena, Straussa czy Beatlesow charakteryzuja si¢ szumem typu 1/f.
Poniewaz szum jest typowy dla zjawisk przyrodniczych, Wolf powiada, ze mu-
zyka imituje charakterystyczny sposob, w jaki zjawiska przyrodnicze przebiega-
ja w czasie. Zardwno muzyka, jak i szum sa posrednie pomigdzy biatym szumem
losowym (f = 0), a klasycznym brownowskim ruchem losowym (f = 2). Wia-
sno$¢ samopodobienstwa muzyki przejawia si¢ w tym, ze najmniejsza faza dla
utworu klasycznego jest podobna do catego utworu?? . Widzimy wigc, ze cho-
ciaz prawo Zipfa oddaje lokalne wlasnosci muzyki, badania widma mocy odkry-
waja jej gleboka wlasnos¢ globalna wyrazona przez prosta relacje potegowa.

1.3. Inne przyktady aplikacji prawa Zipfa

Oto najbardziej spektakularne aplikacje prawa Zipfa (wymieniamy je bez
szczegotowej analizy, podajac jedynie referencje):

1. Zalezno$¢ miedzy liczba mieszkancow a liczba okre$lajaca miejsce na li-
$cie rankingowej miast uporzadkowanych wedlug wielkosci jest zaleznos$cia po-
tegowaZt .

2. Liczba przedsigbiorstw o obrotach zawartych w okreslonym przedziale ro-
$nie jak odwrotno$¢ miejsca na liscie uporzadkowanej wedtug warto$ci tychze
obrotow?>,

3. Liczba trzgsien ziemi rosnie od najwigkszych do najstabszych wedlug za-
leznosci potegowe;.

4. Funkcja rozkladu galaktyk w gromadach ma charakter potegowy; podob-
nie rozktad rozmiaréw galaktyk, rozmiaru planet, satelitow.

5. Erupcje wulkaniczne i ich rozmiary sa zgodne z rozkladem Zipfa, to samo
dotyczy rozmiarow wysp.

6. Proteiny i sieci metaboliczne posiadaja wlasno$¢ niezmienniczo$ci wzgle-
dem skali — topologig, dla ktorej charakterystyczne sa rozklady Zipfa.

7. W przyrodzie wystepuja tzw. relacje alometryczne. To one sprawiaja, ze
nie istnieja krasnoludki czy tez géry o wysokosci 20 km. Energia biologiczna i jej
transport wykazuja wlasnosci skalowania (metabolizm vs. masa) dla rozmiarow
az do 27 rzedu.

23 Por. Z.-Y. Su, T. Wu, Music walk, fractals geometry in music, ,,Physica A” 2007, nr
380, s. 418-428; M. Beltran del Rio, G. G. Cocho, G. G. Naumis, Universality in tail of musi-
cal note rank distribution, ,,Physica A” 2008, nr 387, s. 5552-5560.

24 M. Gell-Mann, Jaguar i kwark, CiS, Warszawa 1996; B. B. Mandelbrot, Structure for-
malle dee textes et communication, ,,Word” 1954, nr 10, s. 1-27.

25 Por. B. B. Mandelbrot, op. cit.
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8. Sieci genetyczne i rozktady rozmiardw gatunkow wykazuja whasnos¢ rozkta-
du Zipfa; podobnie sieci rozktadéw portow lotniczych wzgledem ich rozmiardw.
9. Prawo Zipfa jest odkrywane w programach komputerowych?®.

10. To samo prawo opisuje rozktad fraktalnych dziur (voids) w wielkoskalo-
wej strukturze Wszechswiata®’.

11. Prawo Zipfa jest odkrywane w trendach ewolucyjnych w rynkach finan-
sowych?8,

12. Kazde otwarcie w szachach rozpoczyna ciag dalszych ruchéw, ktore
moga by¢ reprezentowane przez graf, ktorego wezly sa sytuacjami szachisty, na-
tomiast krawedzie dozwolonymi ruchami z kazdej pozycji. Autorzy badaja czeg-
stosci ruchow otwarcia i pokazuja, ze ich rozktad podlega uniwersalnemu pra-
wu Zipfa2?.

2. Emergentny charakter prawa Zipfa

W artykule postugujemy si¢ pojeciem emergencji, ktore wymaga szczegdlne-
go wyjasnienia. Bardzo trudno sformutowac spojna teori¢ emergencji, poniewaz
istnieje wiele odmian emergencji, szeroki jest tez zakres zastosowan tego pojg-
cia w nauce i filozofii nauki. O emergencji méwimy zarowno w kontekscie dys-
kusji nad relacja umyst—ciato, jak i w teorii uktadéw zlozonych, samoorganiza-
cji, chemii fizycznej czy nawet matematyce. Najczesciej podtozem do
emergentyzmu jest dyskusja nad redukcjonizmem, fizykalizmem lub holizmem
w filozofii nauki. Wydaje si¢, ze migdzy wyodrebnionymi poziomami rzeczywi-
stosci lub opisu mozna wskaza¢ na istnienie pewnej hierarchii: wyrdznia sig po-
ziom nizszy — bazowy 1 poziom wyzszy, na ktérym pojawiaja si¢ wlasnosci na-
zZywane emergentnymi.

Historycznie rzecz biorac, za poczatek idei emergencji w filozofii mozna
uznaé prace J. S. Milla (4 system of logic, 1843) i G. H. Lewesa. Mill zwiazat
ide¢ emergentyzmu w kontekscie kazualnym ze wskazaniem na dwa mozliwe
rodzaje zwiazkoéw przyczynowych migdzy zlozona catoscia a jej elementami
sktadowymi. Ot6z, albo mozna potraktowac tg calo$¢ jako sume czesci, albo na
poziomie catosci pojawiaja si¢ cechy nieobecne na poziomie sktadnikoéw. Szcze-

26 Por. H. Zhang, Discovering power law in computer programs, ,Jnformation Processing
and Management” 2009, nr 45, s. 477-483.

27 Por. J. C. Gaite, Zipf's law for fractal voids and a new void-finder, ,,The European Phy-
sical Journal B” 2005, nr 47, s. 93-98.

28 p, V. Balakrishnan, J. M. Miller, S. G. Shanker, Power law and evolutionary trends in
stock markets, ,,Economic Letters” 2008, nr 98, s. 194-200.

29 por. B. Blasius, R. Tonjes, Zipfs law in the popularity distribution of chess openings,
»Physics Review Letters” 2009, nr 103, s. 218701.
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gblnych przyktadow takiej sytuacji dostarcza cho¢by chemia. S6d i chlor, brane
pod uwage osobno, posiadaja zupetnie inne wlasnosci niz chlorek sodu, ktory
tworza (NaCl). Catos¢, ktora powstaje jako prosta suma elementow (skutek jest
suma przyczyn), nazwana zostata przez Milla skutkiem homopatycznym. Odpo-
wiednio skutek, ktory nie jest suma przyczyn sktadowych, jest okreslany jako
heteropatyczny. Lewes nazywa takie skutki emergentnymi w odr6znieniu od
pierwszych, ktére okresla mianem , rezultantow’30,

Wyrdznionym kontekstem, w ktéorym rozwaza si¢ istnienie efektow emergent-
nych, jest fakt istnienia hierarchii poziomow: dolnego (tozsamego ze sktadnika-
mi danego uktadu) i gornego, ktory objawia skutki nieredukowalne do wtasno-
$ci bazowych. Jak widzimy, emergencja jest tu traktowana synchronicznie, trzeba
by raczej mowi¢ o poziomie emergentnym, skutkach, wlasnosciach emergentnych
(jak nowe prawa, wlasnos$ci, itd.) lub po prostu o emergentach. Za klasyczny
okres w historii pojecia emergencji mozna uznaé tzw. emergentyzm brytyjski
(lata 20. ubiegtego wieku — prace S. Alexandra, C.L. Morgana i C.D. Broada3!).
Emergentyzm w wersji Alexandra nazywany jest ewolucyjnym i traktuje emer-
gencje diachronicznie’2. Bardziej wspétczesne odmiany emergenciji wskazuja na
jej walor interakcyjny: wlasno§¢ emergentna w uktadzie ztozonym moze zostac
wyjasniona poprzez wskazanie na typ wzajemnych oddziatywan migdzy jego
czesciami.

Jedna z trudnosci zwiazanych ze sformutowaniem jednolitej koncepcji emer-
gencji polega na tym, ze istnieje wielo§¢ tzw. jednostek emergencji. Poza tym
rozroznia si¢ konteksty:

a) ontologiczny — gdy méwimy o emergencji wtasnos$ci, struktury itp.;

b) epistemologiczny — gdy wiedzy o wlasnosciach pewnego uktadu ztozone-
g0 nie jesteSmy w stanie uzyskac poprzez analizg wtasnosci jego sktadnikéw oraz

¢) metodologiczny — gdy prawa na poziomie emergentnym nie da si¢ bez spe-
cjalnych zalozen wywie$¢ z praw obowiazujacych na poziomie bazowym.

Przy badaniu emergentnego charakteru praw potggowych istotny jest dla nas
wlasnie kontekst metodologiczny.

Emergentny charakter prawa Zipfa zilustrujemy na przyktadzie lingwistyki
kwantytatywnej. Poszukujemy odpowiedzi na pytanie, dlaczego prawo Zipfa obo-
wiazuje dla tak wielu rozktadow ranga—czestos¢. Proponowane sa rozne hipote-
zy wyjasnienia prawa Zipfa, tj. wydedukowania go z bardziej fundamentalnego
poziomu. Przy pewnej swiadomosci, ze niektdre hipotezy moga okazac si¢ bled-

30 por. R. Poczobut, System — struktura — emergencja, (w:) M. Heller, J. Maczka (red.),
Struktura i emergencja, Biblos, Tarnéw 2008, s. 88.

31 Por. S. Alexander, Space, time, and deity, Macmillan Alexander, London 1920; C. Mor-
gan, Emergent evolution, Holt, New York 1923; C. Broad, The minds and its place in nature,
Routledge and Kegan Paul, London 1925.

32 Por. R. Poczobut, op. cit.
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ne badz moze istnie¢ wiele niezaleznych hipotez, konstruowane sa matematycz-
ne modele tekstu oparte na zalozeniach takich jak: 1) pewien probabilistyczny
model tekstu; 2) tekst traktowany jako wynik optymalizacji pewnych kryteriow;
3) stowa w tekscie daja si¢ wyodrebni¢ przy pomocy pewnego algorytmu.

Wymienmy dla ilustracji kilka propozycji>3. Pierwsza jest model ,,malpy na
klawiaturze”. W tej koncepcji zaktada sig, ze tekst jest ciagiem liter i odstgpow.
Tekst uzyskujemy, wciskajac losowo klawisze klawiatury34. Z tych minimali-
stycznych zatozen uzyskujemy to, co trzeba, zeby lista rankingowa stow spetni-
fa prawo Zipfa—Mandelbrota. Jako wady modelu wymienia si¢ to, ze wszystkie
stowa o dtugosci n maja podobna czgstos¢; proces stochastyczny w tym modelu
ma wlasno$¢ ergodycznosci (ustalone stowo ma bardzo podobna czesto§é w do-
statecznie dlugim tekscie); zréznicowanie stownikowe tekstow jest banalne.

Kolejnym modelem jest tzw. losowanie ze sprzg¢zeniem zwrotnym. Model
zostal zaproponowany przez noblist¢ w dziedzinie ekonomii Herberta A. Simo-
na (1916-2001)33. Oparty jest na kilku zatozeniach odnosnie do tekstu: 1) tekst
jest ciagiem stow i jest otrzymywany poprzez losowanie kolejnych stow; 2) gdy
losujemy stowo z n-tej pozycji tekstu, to prawdopodobienstwo wylosowania sto-
wa, ktore zostato juz wczesniej wylosowane, jest proporcjonalne do jego czgsto-
$ci na pozycjach od 1 do (n — 1) (prawo Gibrata), natomiast prawdopodobienstwo
wylosowania nowego stowa jest niezerowe.

Innym modelem wykorzystujacym pojecie entropii jest model Mandelbrota,
oparty na minimalizacji $redniej dtugo$ci stowa na bit. Podstawowe zatozenia
modelu sa nastgpujace: tekst nie jest wynikiem procesu losowego, lecz optymali-
zacji; przy ustalonej liczbie okazow stow w tekscie rozklad czgstosci stow maksy-
malizuje iloraz H/c, gdzie H jest entropia informacyjna stowa w tekscie, ¢ — $red-
nia dlugoscia stowa w tekscie; dlugos¢ stowa o randze r jest proporcjonalna
doInr.

Z zatozen uzyskujemy, ze lista rankingowa stéw spetnia prawo Zipfa—Man-

delbrota. Entropia stowa w tekscie3:

)
N
1 N

logc(r)
H=-

M s

r

33 Por. L. Debowski, op. cit.

34 Por. G. A. Miller, Some effects of intermiittent silence, ,,American Journal of Psycholo-
gy” 1957, nr 70, s. 311-314.

35 Por. H. A. Simon, On a class a skew distribution function, ,Biometrica” 1955, nr 42,
s. 425-440; G. Udny Yule, A mathematical theory of evolution, ,,Philosophical Transactions of
the Royal Society of London” 1925, nr 213.

36 B. B. Mandelbrot, op. cit.
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a srednia dlugos¢:

cd zﬂlogr'
r=1 N

Zadna z prezentowanych dotychczas koncepcji nie wyjasnia, czym jest sto-
wo. Nie jest uwzgledniany fakt, ze stowa sg jednostkami definiowanymi przez
znaczenie. Wyjasnienia opierajq si¢ na ukrytym zalozeniu, ze stowa sa elemen-
tami pewnego jezyka danego a priori itd.

3. Relacje potegowe emergentng witasnoscia swiata

Zwrdémy uwage, ze tezg o uniwersalnosci danego prawa potggowego mozna
uzasadnia¢ na dwa sposoby. Po pierwsze, twierdzac, ze np. prawo Zipfa opisuje
stan stacjonarny procesu dynamicznego, zmierzajacego do powstania struktury,
w przestrzeni fazowej bedacego punktem siodtowym. W takim ujeciu wiasnos¢
opisana w kategoriach relacji potegowych moze by¢ interpretowana jako wia-
sno$¢ uktadu samego w sobie.

Inna propozycja jest podejscie epistemologiczne, w ktorym wskazuje si¢ na
szczegolne wlasnosci naszego poznania. Zatozmy, ze umyst, rozpoznajac zjawi-
sko, nie wie, w jakiej skali ono si¢ rozgrywa i stara si¢ w pierwszej kolejnosci
rozpoznac je tak, aby nie posiadato swojej skali, czyli tak, aby jego opis nie za-
lezat od wyboru specyficznej skali. Przywiazanie do skal wydaje sig by¢ Scisle
zwiazane z nasza ludzka egzystencja, podczas gdy sam poznajacy umyst nie musi
czu¢ skal czasowych czy przestrzennych. Jesli przyjac takie zatozenie, to rela-
cje, ktore probuje ustali¢ pomiedzy zmiennymi opisujacymi uktad, powinny by¢
niezmiennicze (nie zmienia¢ swojej formy) przy przeskalowaniach zmiennej nie-
zaleznej i zmiennych zaleznych. Jesli zatozy¢ dla prostoty, ze mamy do czynie-
nia z procesem dynamicznym opisywanym przez uktad dynamiczny (determini-
styczny model procesu dynamicznego) w przestrzeni fazowej (x, y), to tatwo
pokazad, ze zalezno$¢ pomigdzy zmiennymi stanu uktadu bedzie miata koniecz-
nie charakter potggowy. Natomiast w przestrzeni stanéw uktadu (przestrzeni fa-
zowej) $ciezki ewolucyjne uktadu odpowiadaja tzw. punktowi siodlowemu. Na
rysunku 3 (zwanym portretem fazowym) widzimy punkt rownowagi zlokalizo-
wany w poczatku uktadu, jedna pare trajektorii wychodzacych z niego (separatry-
sy wychodzace) i jedna pare trajektorii wchodzacych do niego (separatrysy wcho-
dzace). Te proste separuja pewne obszary, w ktorych zalezno$ci pomigdzy
zmiennymi sg hiperbolami opisywanymi poprzez rozwiazania potggowe. Przedsta-
wiono takze siodto dwuwymiarowe, ale w ogdlnosci moze to by¢ siodlo wielowy-
miarowe. Potegowe zachowania rozwiazan y(x) w poblizu siodla sa uniwersalne.
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X

Rys. 3. Portret fazowy siodta dwuwymiarowego
Ewolucja uktadu jest reprezentowana przez krzywe fazowe. Sa one w przestrzeni (x, y) opisywane
przez relacje potegowe. W szczegdlnym przypadku, gdy state a i b sa ré6znych znakow, niezmien-
nicza wzgledem skali wielko$¢ jest reprezentowana przez krzywe we wspotrzednych x, y, zwane
krzywymi fazowymi.

Z drugiej strony wskazujemy, ze nasze poznanie, chcac uchwyci¢ to, co

istotne w procesie dynamicznym opisywanym przez uktad dynamiczny

d d
d_)t( =P(x,y), d_>t/ =Q(X,Y), poszukuje w pierwszym przyblizeniu relacji okresla-
jacej wielko$¢ niezmiennicza wzgledem skali. Zaldézmy, ze poszukujemy relacji

niezmienniczej wzgledem zmiany skali:
X->ax=X; y-by=y; t-ct=t".
dx’ dy’'
— =P(X,Y); —=Q(X,Y).
= POGYY L =Q(LY)

Roéwnanie niezmiennika wyznaczamy z relacji:

dx _dy dt
ax by ct’
w ten sposob uzyskujemy prawo:
b
y [ xa-

Widzimy, ze uzyskane prawo, wyrazone w kategoriach relacji potegowych,
znajduje uzasadnienie na gruncie wlasno$ci naszego poznania. Umyst skaluje
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rzeczywisto$¢, by potem okresli¢ rownanie dla zwiazku migdzy wielko$ciami x
i y; ta relacja ma charakter relacji potegowej. Uwazamy, ze powyzszy wniosek
ma dla naszej dyskusji kapitalne znaczenie w zwiazku z klasycznym w episte-
mologii problemem wiedzy. Odwotajmy sig¢ do jej klasycznego ujecia jako praw-
dziwego i uzasadnionego przekonania. Ot6z, jesli udato nam si¢ zrekonstruowac
pewien mechanizm emergencji relacji o cechach relacji typu potggowego, swiad-
czy to o tym, ze mamy do czynienia z jakim$ rodzajem pozaempirycznej intu-
icji, ktéra daje si¢ uchwyci¢ w pierwszej kolejnosci w postaci mechanizmu (jak
wyzej).

Poniewaz w pracy jako wyroznione traktujemy podej$cie ontologiczne i me-
todologiczne (nie epistemologiczne), kluczowe pozostaje wyjasnienie, dlaczego
proste prawa potggowe opisuja ogromna ztozonos¢ modelowanych procesow.
Mozna oczywiscie uwazac to za fakt bedacy $wiadectwem matematycznosci Swia-
ta, ale tutaj pojawia si¢ problem, jak wyjasni¢ przypadki odstepstwa od opisu przez
prawa potggowe, a w szczegolnosci prawo Zipfa, tzn. jak wyjasnié, ze te prawa sa
jedynie przyblizeniem badanej rzeczywistosci. Z filozoficznego punktu widzenia
jest to poszukiwanie poziomu bardziej fundamentalnego, z ktorego wyprowadzi-
my t¢ zalezno$¢ potggowa.

Prawo Zipfa jest emergentne z praw losowego zachowania uktadu rzadzonych
przez prawa wyprowadzane z teorii procesow stochastycznych, jak pokazali to
ostatnio Lin i Loeb3”. Ztozone uklady opisujace oddzialywanie ludzi z otocze-
niem, ktore wyrazaja si¢ za pomoca prostych relacji Zipfa, mozna wyprowadzi¢
z praw losowego wzrostu skupisk: ,,Wyprowadzamy prosty model statystyczny,
ktory thumaczy wszystkie z tych praw skalowania, bazujac na jednej wspdlnej
zasadzie pociagajacej za soba przypadkowy przestrzenny wzrost grup ludzkich
we wszystkich skalach. Za pomoca tego modelu dokonuje si¢ waznych nowych
predykcji dotyczacych rozprzestrzeniania si¢ choréb lub innych zjawisk spotecz-
nych”38,

Z kolei Corominas-Murtra, Hanel i Thurner wskazuja na to, ze pewne proce-
sy stochastyczne prowadza do prawa Zipfa. W zakonczeniu konkluduja: ,,prawo
Zipfa wylania si¢ (emerguje) jako prosta konsekwencja tamania symetrii kierun-
ku w procesach stochastycznych™3?.

37 Por. H. Lin, A. Loeb, A unifying theory for scaling laws of human populations,
arXive:1501.00738, 2015.

38 Tekst oryginalny: “We derive a simple statistical model that explains all of these scaling
laws based on a single unifying principle involving the random spatial growth of clusters of pe-
ople on all scales. The model makes important new predictions for the spread of diseases and
other social phenomena”.

39 Por. B. Corominas-Murtra, R. Hanel i S Thurner, Understanding Zipf s law with play-
ing dice: history-dependent stochastic processes with collapsing sample-space have power-law
rank distributions, arXive:1407.2775, 2014.
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Reasumujac, uniwersalne prawo Zipfa znajduje wyjasnienie w prawach teo-
rii procesow stochastycznych. Wyjasnienie znajduje rowniez sam fakt jego uni-
wersalno$ci. Mozna powiedzieé, ze obecno$¢ prawidlowosci potggowych typu
prawa Zipfa jest swiadectwem zjawiska emergencji metodologicznej w nauce
globalnej w tym samym sensie, jak termodynamika jest §wiadectwem emergen-
cji z praw mechaniki statystyczne;j.



