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Streszczenie

W artykule przedstawiam i wyjasniam gra-
ficzna metodg przeprowadzania logicznych do-
wodow — prawdokrzew. Swoja prezentacje
ograniczytem do klasycznego rachunku zdan.
Artykut jest rowniez propozycja polskiego ttu-
maczenia poje¢ wystgpujacych w tej metodzie.
Tak dobratem polska terminologig, aby przez
wywolywanie emocjonalnych obrazéw oma-
wiana metoda stata si¢ bardziej zrozumiata
i fatwiejsza do zapamigtania.

Key words: logic, method, formal senten-
tial logic, proof, humanities, thinking, image.

Abstract

In this article I present and explain a gra-
phical method of logical proof — truth tree.
I limited my presentation to the formal senten-
tial logic. The article is also a proposal of Po-
lish translation of concepts used in this me-
thod. I selected a Polish terminology so that,
by invoking the emotional images, the method
will become more understandable and easier to
remember.

Celem artykutu jest przedstawienie i wyjasnienie dziatania metody, ktora na-
zywa sie truth tree, czyli prawdokrzewem!. Stosuje si¢ ja w rozmaitych zada-
niach logicznych. My uzyjemy jej wytacznie w klasycznym rachunku zdan
(KRZ). Postuzy nam ona do badania, czy dana formuta KRZ jest tautologia,
kontrtautologia, wyrazeniem kontyngentnym, jak rowniez do sprawdzenia, czy
migdzy przestanka (resp. przestankami) a wnioskiem zachodzi relacja wynika-

nia logicznego.

' Artykut ten jest rowniez propozycja polskiej terminologii dla metody truth tree. Polskie
odpowiedniki wyrazen angielskich zostaty dobrane tak, aby byty przystgpne dla humanistow.
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Prawdokrzew polega na rozrysowywaniu swoistych gatezi wyrastajacych
z korzenia oraz odczytywaniu z tak powstatego diagramu odpowiedzi na zada-
ne pytanie badawcze. Jest to metoda graficzna, dlatego tez — jak przypuszczamy
— bedzie ona dobrze stuzyta osoba myslacym bardziej cato$ciowo niz analitycz-
nie, a takimi sa humanisci, ktorzy staraja si¢ uchwycic¢ calo$¢ badanego zjawi-
ska, a nie tylko pojedyncze jego elementy.

Tekst sktada si¢ z dwoch gtownych czesci. W pierwszej zawarte zostaty in-
formacje o tym, jak budowac i interpretowa¢ prawdokrzew. W drugiej przedsta-
wione zostaty sposoby uzycia prawdokrzewu w okre§lonych sytuacjach badaw-
czych.

1. Budowa i interpretacja prawdokrzewu

Prawdokrzew jest metoda graficzna®. Ogélnie rzecz ujmujac, polega ona na
takim rozktadaniu ztozonych formut KRZ, iz w efekcie naszych dziatan po-
wstaje rysunek przypominajacy krzew z réznymi gatgziami, na ktérych rosna
owoce.

Strukture prawdokrzewu dzielimy na dwie podstawowe czesci: korzen i resz-
te. W sktad reszty wchodza gatezie i owoce. ,,Logiczny” krzew ma wigc podob-
na budowe do prawdziwego krzewu (korzen, gatezie, owoce). Rdznice stanowi
fakt, ze w naszym ,,logicznym” krzewie korzen znajduje si¢ na gorze, a w praw-
dziwych krzewach korzen ,,z reguty” bywa na dole.

Oto przyktadowy prawdokrzew dwodch formut KRZ p & g oraz ~(p < ¢)
wraz z nazwami poszczegolnych jego czesci®:

2 W polskiej literaturze mozna znalezé opracowania po$wigcone metodzie tablic seman-
tycznych (R. Dutkiewicz, Z badan nad metodq tablic semantycznych, Wyd. KUL, Lublin
1988; M. Porgbska, W. Suchon, Elementarne wprowadzenie w logike formalng, PWN, War-
szawa 1991; K. Trzgsicki, Logika i teoria mnogosci, Bialystok 2001). Tworca tablic seman-
tycznych byl Evert Beth (E.W. Beth, Semantic Entailment and Formal Derivability, Amster-
dam 1955). Jego pomysty byly rozwijane i modyfikowane. Truth tree jest metoda powstala na
bazie tablic semantycznych, lecz nie utozsamia si¢ z nimi. Klasyczne przedstawienie metody
truth tree odnalez¢ mozna w ksiazce Raymonda Smullyana First Order Logic z 1968 r., za$
krotkie uzasadnienie samej metody w G. Restall, Logic.An Introduction, Taylor&Francis e-Li-
brary, Routledge 2006, s. 51-55.

3 Zauwazmy, ze z korzenia wyrastaja wszystkie galezie, wigc korzen stanowi integralna
cze$¢ kazdej galezi.
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p&q
KORZEN ————=> ~(p <> q)

Y
q < owoc
A\

gataz —— > / \

~p q

Zawsze pamigtajmy, ze ,,logiczny” krzew nazywamy prawdokrzewem, czyli
ze: kazde wyrazenie, ktore znajduje si¢ na prawdokrzewie, czy to jako ele-
ment korzenia, czy tez jako owoc, uznajemy za prawdziwe.

Stad, gdy chcieliby$my, aby zmienna p byta falszywa, umieszczamy na praw-
dokrzewie jej negacjg, poniewaz, jezeli ~p=1, to p=0. Zauwazmy roéwniez, ze
owoce razem z korzeniem czytane pionowo mozemy traktowac tak, jakby byty
potaczone koniunkcja, a owoce znajdujace si¢ w jednej linii poziome;j tak, jak-
by byly potaczone alternatywa. Odczytajmy formuly z galezi wyrdznionej po-
grubiong czcionka: (p & q) & ~(p & @& p & q & ~p & q. Wystepuja one jed-
ne pod drugimi, wigc potaczyliSmy je koniunkcja. Teraz przyjrzyjmy si¢ owocom
wystepujacym w ostatnim wersie liczac od korzenia, czyli patrzymy na owoce
rosnace na dwoch réznych galeziach: p v ¢q. Galezie symbolizujg istnienie pew-
nych mozliwosci, dlatego tez owoce potaczylismy alternatywa.

Wyjasnijmy kilka waznych poje¢. Terminem ,,korzen” oznaczamy formuie
lub zbior formut, ktére wypisujemy na poczatku naszej ,,hodowli” prawdokrze-
wu. Pochodza one od formuly wyjsciowej, czyli tej, ktora mamy zamiar zbadac.
Owocem jest kazda formuta KRZ, ktora nie nalezy do korzenia, a znajduje si¢
na jednej z gatezi (owocem moga by¢ formuly zlozone lub proste). Piszac, ze
dana formuta jest prosta, bedziemy mieli na mysli, ze sktada si¢ ona z jednej
zmiennej zdaniowej lub z negacji tej zmiennej (np. p, g, r, ~p, ~q, ~r). Nato-
miast nazwa ,,formuta ztozona” oznaczamy wszystkie te wyrazenia, ktore nie sa
proste, czyli sktadaja si¢ z wigcej niz jednej zmiennej zdaniowej (resp. jej nega-
cj)(np.pvg,r & ~s,~pvs, [~(p &r) > s]).

1.1. Reguly rozktadania formut ztozonych na prostsze

Na czym polega ,,logiczne hodowanie” owocow, czyli jak rozktada¢ for-
mutly ztozone na coraz prostsze? Ta hodowla rzadza pewne zasady, ktore zo-
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stang teraz przedstawione. Mozemy je uporzadkowac za pomoca nastgpujacego
4.
grafu™

zanegowana implikacja [~ —y)dajexi~y]

tylko z owocami — zanegowana alternatywa [ ~(x v y) daje ~x i ~y |
/ koniunkcja [x & ydajexiy]
reguly rozkladu®:
implikacja [ x = ydaje ~x lub y ]
po jednym owocu — alternatywa [x vydajexIuby]
- zanegowana koniunkcja [ ~(x & y) daje ~x lub ~y ]
z galgziami —
N
po dwa owoce — rownowaznos¢é [x<>ydajexiylub~xi~y]

zanegowana rownowaznos¢ [ ~(x <> y) daje ~x
iylubxi~y]

1.1.1. Reguly tylko z owocami

Teraz przejdziemy do oméwienia tych regut, ktore prowadza do powstania wy-
facznie owocow (koniunkcja, zanegowana alternatywa, zanegowana implikacja).

1.1.1.1. Reguta koniunkcji

Mamy nastgpujacg formule ¢ & r. Zaktadamy, Ze jest ona prawdziwa. Co
z tego wynika? Koniunkcja jest prawdziwa tylko wtedy, gdy oba jej argumenty
sa prawdziwe. W naszym przypadku argumentami koniunkcji sa wyrazenia
q oraz r, zatem, zgodnie z zalozeniem, oba te wyrazenia musza by¢ prawdziwe
(¢=1, r=1). To wszystko, co wtasnie zostato napisane, w prawdokrzewie wygla-
datoby nastepujaco:
q&r (1&1)

q 1
r 1

4 Podziat regut wzorowany na: M. Zagarelli, Logic for Dummies, Wiley Publishing,
Indiana 2007, s. 127; doktadne uzasadnienie tych regut w: C. Howson, Logic with trees.
An introduction to symbolic logic, Taylor&Francis e-Library, Routledge 2007; bardzo krotkie
i przystgpne omowienie tych regut w: H. Patrick, Truh Tree Fundamentals, [online]
<www.wadsworth.com/philosophy_d/templates/student resources/0534584829 hurley/trees/
sectionl.htm>, dostegp: 3.04.2011.

5 Domyslnie bedziemy korzystali z prawa podwéjnego przeczenia (~~p = p).
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Ogodlnie rzecz biorac, zawsze gdy uznajemy wyrazenie x & y za prawdziwe,
to x i y rowniez sa prawdziwe. W miejscu x i y wolno nam podstawi¢ dowolne
formuty KRZ.

Przyklad (p v s) & ~q — w miejsce x wstawiliSmy (p v s),
w miejsce y wstawiliSmy negacje¢ ¢
po roztozeniu otrzymaliSmy (p v s) i ~q

(pvs)&~q
pvs

~q
Omawiana reguta w wersji graficznej wyglada tak:

x&y
X

y

1.1.1.2. Regula zanegowanej alternatywy

Zastanowmy si¢ nad takim wyrazeniem: ~(p v s). Zaktadamy, ze jest ono
prawdziwe. Zgodnie z tabela definiujaca negacj¢, wiemy, Ze negacja jest praw-
dziwa tylko wtedy, gdy jej argument jest fatszywy. W rozpatrywanym przypad-
ku argumentem negacji jest formuta p v s. Powinna ona posiada¢ warto$¢ 0. Za-
dajmy pytanie, kiedy alternatywa jest falszywa? Otoz jest falszywa tylko
w jednym przypadku, kiedy oba argumenty sa fatszywe, zatem p i s musza by¢
fatszywe, aby alternatywa byta falszywa. Nasza formule rozktadamy na ~p i ~s,
bo tylko kiedy p i s beda falszywe, cate wyrazenie bedzie prawdziwe.

~pvs)~(0v0)=1
~p ~0 =1
~S ~0 =1

Ogodlnie rzecz biorac, zawsze gdy uznajemy wyrazenie ~(x v y) za prawdzi-
we, to przyjmujemy, ze x i y musza by¢ fatszywe, co symbolicznie zapisujemy,
negujac te wyrazenie (~x i ~y). Oczywiscie w miejscu x 1 y mozemy wstawié
dowolne formuty KRZ.

Przyklady:
~[ (p = 1) v ~q] —w miejsce x wstawiliSmy (p — 7),
w miejsce y wstawiliSmy negacje ¢
po roztozeniu uzyskalismy ~(p — s) 1 ~(~q), co skra-
camy do ¢, poniewaz ~~g=gq.



88 Jarostaw Strzelecki

~(p—-nv~q] ~[0)v0]=1

~(p —9) ~(0)=1
~q ~0=1
Tg regute dekompozycji mozemy przedstawi¢ w postaci graficznej:
~(xVvYy)
~X
~y

1.1.1.3. Regula zanegowanej implikacji

Dana jest nastgpujaca formuta ~/(p & g) — s/. Jak nalezy poprawnie rozto-
zy¢ ja na prostsze elementy? Ponownie zaktadamy, Ze nasza ztozona formuta jest
prawdziwa. Bedzie prawdziwa tylko wtedy, gdy wartos¢ nawiasu kwadratowe-
go bedzie rowna 0. Glownym funktorem w nawiasie jest implikacja, a ona jest
fatszywa tylko wtedy, gdy jej poprzednik jest prawdziwy, a nastgpnik fatszywy,
czyli gdy (p & ¢)=1, a s=0. Symbolicznie zapisujemy: p & g i ~s.

Nasza wyjsciowa formulg roztozyliSmy na dwa prostsze schematy zdaniowe.
Dekompozycja bytaby zakonczona, gdybysmy uzyskali wytacznie pojedyncze
zmienne zdaniowe lub ich negacje. Niestety koniunkcja p & ¢ jest wyrazeniem
ztozonym. Na szcze$cie ~s jest zanegowang zmienna zdaniowa, wigc nie mu-
simy juz wigcej jej rozktadac. Jak poradzi¢ sobie z p & ¢? Wiemy, ze koniunk-
cje rozktadamy na jej argumenty, zatem w nastgpnym ruchu otrzymujemy
pigq.

Wszystkie te dziatania mozemy przedstawi¢ w postaci graficznej jako praw-
dokrzew.

Przyklad 1a (liczby oznaczajace wersy oraz opisy zamieszczone w nawiasach
nie sa czescia integralna prawdokrzewu®):

l.~[(p & q) > s] =1 (zanegowana implikacj¢ rozktadamy na jej poprzednik
1 zanegowany nastepnik)

2.p&q =1 (to jest poprzednik implikacji)

3.~s =1 (to jest zanegowany nastegpnik implikacji)

4.p =1 (z wiersza 2 w oparciu o regul¢ rozktadu koniunkc;ji)
5.q =1 (z wiersza 2 w oparciu o regul¢ rozktadu koniunkc;ji)

6 Niektorzy autorzy, gdy rozpisuja prawdokrzew, numeruja poszczegdlne wersy (por.
P. Tomassi, Logic, Routledge, London — New York 1999).
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Przyklad 1b (prawdokrzew z przyktadu la bez zbgdnych wyjasnien):

~(p & q) — 5]
p&q
~8
p
q
Ogodlnie rzecz biorac, zawsze gdy uznajemy wyrazenie ~(x — y) za praw-
dziwe, to przyjmujemy, ze implikacja powinna by¢ fatszywa, a taka bedzie tyl-
ko wtedy, gdy x=1 i y=0, co symbolicznie zapisujemy x i ~y. Oczywiscie w miej-
scu x i y mozemy wstawi¢ dowolne formuty KRZ.

~(x =)
X
~y

1.1.2. Reguly gatezi z pojedynczymi owocami

Przypadki, z ktorymi stykaliSmy si¢ do tej pory, prowadzity do powstania
tylko jednej gatezi prawdokrzewu. Sktadata si¢ ona wytacznie z owocow. Teraz
bedziemy poznawac takie zasady, ktore prowadza do wyrosnigcia dwoch gatezi.
Na kazdej z nich znajduje si¢ tylko jeden owoc.

1.1.2.1. Reguta zanegowanej koniunkcji

Przyjrzyjmy sig¢ nastepujacej formule ~(r & s). Zaktadamy, Ze jest ona praw-
dziwa. Negacja jest prawdziwa tylko wtedy, gdy jej argument jest falszywy, czyli
ze ~(r & s)=1 tylko, gdy r & s=0. Aby koniunkcja byla falszywa wystarczy, ze
jeden z jej argumentow bedzie fatszywy (=0 lub s=0). Pojawiaja si¢ wigc dwie
mozliwosci 1 dlatego uzyskujemy dwie galgzie. Jedna z nich bedzie konczyta si¢
fatszywym r, a druga falszywym s, co symbolicznie zapisujemy ~7 lub ~s.

~(r & s)

~r ~8

Ogodlnie rzecz biorac, zawsze gdy uznajemy wyrazenie ~(x & y) za prawdzi-
we, to przyjmujemy, ze koniunkcja powinna by¢ falszywa. Pojawiaja si¢ dwie
mozliwosci: x=0 lub y=0, co symbolicznie zapisujemy ~x i ~y. Oczywiscie
w miegjscu x 1 y mozemy wstawi¢ dowolne formuty KRZ. W formie graficznej
omawiana regula wyglada nastepujaco:

~(x &y)

E
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1.1.2.2. Reguta alternatywy

Dana jest nastgpujaca formuta (p — s) v ~q. Zaktadamy, ze jest prawdziwa.
Aby alternatywa byla prawdziwa, wystarczy, by jeden z jej argumentow byt
prawdziwy, czyli (p — s)=1 lub ~¢g=1. Znowu pojawiaja si¢ dwie mozliwosci
i dlatego w naszym krzewie wyrosna dwie gatezie:

(p—o>s)v~q
RN
p—s ~q

Ogodlnie rzecz biorac, zawsze gdy uznajemy wyrazenie x v y za prawdziwe,
to przyjmujemy, ze ktory$ z argumentow alternatywy jest prawdziwy, poniewaz
alternatywa jest prawdziwa wtedy, gdy przynajmniej jeden z jej argumentow jest
prawdziwy. Dlatego tez pojawiaja sig dwie mozliwosci: x=1 lub y=1, co symbo-
licznie zapisujemy x lub y. Oczywiscie w miejscu x i y mozemy wstawi¢ dowol-
ne formuty KRZ. W formie graficznej omawiana reguta wyglada nastepujaco:

XVvy

N

1.1.2.3. Reguta implikacji

Mamy dang formute (s & g) — p. Tak jak w poprzednich przypadkach, za-
ktadamy, ze wyrazenie to jest prawdziwe. Gtownym funktorem jest implikacja,
ktora uzyskuje wartos¢ 0 tylko wtedy, gdy: poprzednik ma warto$¢ logiczna 1,
a nastgpnika 0 (1 — 0 = 0). Nasza implikacja bedzie wigc na pewno prawdzi-
wa, gdy jej poprzednik bedzie falszywy lub gdy jej nastepnik bedzie prawdzi-
wy. Jest tak, poniewaz, gdy poprzednik ma warto$¢ 0, to warto$¢ nastgpnika
moze by¢ prawdziwa lub falszywa, a i tak cale wyrazenie bedzie prawdziwe
(0 = 0=1, 0 — 1=1). Jest tak tez dlatego, ze gdy nastegpnik bedzie prawdziwy,
to warto$¢ poprzednika nie ma wptywu na wartos¢ catego wyrazenia. Gdy na-
stepnik ma wartos¢ 1, to poprzednik moze mie¢ warto$¢ 1 lub 0 i tak cate wyra-
zenie bedzie prawdziwe (1 — 1=1, 0 — 1=1).

W rozpatrywanej przez nas formule pojawiaja sig¢ wigc dwie mozliwosci. Jej
poprzednik bedzie falszywy lub nastepnik prawdziwy, czyli ze (s & p)=0 lub
p=1. Formule (s & q) — p rozkltadamy, uwzgledniajac dwie mozliwosci: (i) za-
negowany poprzednik, (ii) przepisany nastgpnik. W ten sposob uzyskujemy
~(s & g) lub p, co graficznie zapisujemy:
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(s&q—p
RN
~(s & q) p

Ogodlnie rzecz biorac, zawsze gdy uznajemy wyrazenie x — y za prawdziwe,
to przyjmujemy, ze poprzednik jest falszywy lub nastepnik jest prawdziwy. Po-
wstaja dwie mozliwosci: x=0 lub y=1, co symbolicznie zapisujemy ~x lub y.
Oczywiscie w miejscu x i y mozemy wstawi¢ dowolne formuly KRZ.

Przyklady: ~r—s - w miejsce x wstawiliSmy wyrazenie ~r,
w miejsce y wstawilisSmy s,
po roztozeniu uzyskujemy ~(~r), ktore mozemy
skroci¢ do 7, lub s.

~r — 8§

N

~(~1) s
Przedstawiana reguta w postaci graficznej wyglada nastgpujaco:

X—Yy

N

1.1.3. Reguly gatezi z podwéjnymi owocami

Pozostaty nam jeszcze dwie reguty zwiazane z rOwnowaznos$cia. Przypomnij-
my, ze rownowaznos$¢ jest prawdziwa wtedy, gdy oba jej argumenty maja tg
sama warto$¢ logiczna. Dlatego tez podwojne galezie, jakie powstana, beda po-
siadaly dwa owoce w postaci dwoch zmiennych zdaniowych na kazdej galezi.
Zaraz wszystko si¢ wyjasni.

1.1.3.1. Reguta réwnowaznosci

Oto dana jest formuta (~p & ~q) <> ~(p v q). Zaktadamy, Ze nasze wyraze-
nie jest prawdziwe. Bedzie takie tylko wtedy, gdy oba argumenty beda prawdzi-
we albo oba fatszywe. Pojawiaja si¢ dwie mozliwosci: (i) (~p & ~¢)=0
i~(pvq)=0; (i) (~p & ~¢)=1 1 ~(p v g)=1. Wyrazenia, ktore uznaliSmy za fal-
szywe, negujemy, czyli ze tylko w przypadku (i) przed nawiasami stawiamy
znak negacji, a przypadek (ii) pozostawiamy bez zmian: (i) ~(~p & ~q)
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i~~(pvq); podwojna negacje w ostatnim wyrazie likwidujemy i otrzymuje-
my: () ~(~p & ~q) i (p v @); (ii) (0 & ~q@) i ~(p v ).

Przypomnijmy, ze narysowany prawdokrzew charakteryzuje si¢ tym, ze wy-
razenia, ktore wystepuja jedne pod drugimi (pionowo), mozemy traktowac tak,
jakby byly potaczone koniunkcja, a wyrazenia, ktdre wystepuja obok siebie (po-
ziomo; w tym samym wierszu) tak, jakby byly potaczone alternatywa. Z tych
wlasnie powodow prawdokrzew rozpatrywanej formuly przybierze nastgpujaca
postac:

~p&~q) > ~(pvq

(~p & ~q) ~(~p & ~q)
~(pVvq) (Pva

Ogolnie rzecz biorac, zawsze gdy uznajemy wyrazenie x <> y za prawdziwe,
to przyjmujemy, ze x i y sa prawdziwe lub x i y sa falszywe. Powstaja wigc dwie
mozliwosci: x=1 i y=1 lub x=0 i =0, co symbolicznie zapisujemy x i y lub ~x i ~.
Oczywiscie w miejscu x i y mozemy wstawi¢ dowolne formuty KRZ.
Przyklady: (~s & s) <> ~r  — w miejsce x wstawilismy (~s & s),

w migjsce y wstawiliSmy ~7,

po roztozeniu otrzymujemy (~s & s) i ~r
lub ~(~s & s) i ~(~r); wyrazenie ~(~r)
skracamy do .

(~s & s) & ~r

N

(~s & s) ~(~s & )
~T r

Reguta w postaci graficznej wyglada nastepujaco:

Xy
RN
X ~X

y ~y
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1.2.3.2. Reguta zanegowanej réwnowaznosci

Jak roztozy¢ wyrazenie, ktore jest negacja rownowaznosci? Dang mamy dos¢
prosta formute ~(p <> q). Zaktadamy, Ze jest ona prawdziwa. Negacja jest praw-
dziwa tylko wtedy, gdy jej argument przyjmuje warto$¢ zero. Argumentem jest
rownowazno$¢, ktora staje si¢ falszywa wylacznie wtedy, gdy jej argumenty
maja rézne wartosci logiczne. Mamy wigc dwie mozliwosci: albo p=0, a q=1,
albo p=1, a q=0, co symbolicznie zapisujemy ~p i ¢ lub p i ~q. Graficznie ca-
los¢ przedstawia si¢ nastepujaco:

~(p < q)
~p q
q ~q
Ogodlnie rzecz biorac, zawsze gdy uznajemy wyrazenie ~(x <> y) za praw-
dziwe, to przyjmujemy, ze x i y posiadaja r6zne wartosci logiczne. Powstaja wigc

dwie mozliwosci: x=1 1 y=0 lub x=0 i y=1, co symbolicznie zapisujemy x i ~y
lub ~x i y. Oczywiscie w miejscu x i y mozemy wstawi¢ dowolne formuty KRZ.

Przyklady: ~[ (~s v q) <> ~1] - w miejsce X wstawiliSmy (~s v g),
w miejsce y wstawilismy ~7,
po roztozeniu otrzymujemy
(~s v q)ir (bo ~~r=r)
lub ~(~s v g)i~r

(~s & s) & ~r

N

(~s & s) ~(~s & s)

T ~T

Nasza reguta w wersji graficznej wyglada nastepujaco:

~(x ©y)
/ \
X ~X

~y y
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1.2. Logiczna hodowla prawdokrzewu

W jaki sposob wyhodowacé swoj wiasny prawdokrzew? Znajomos$¢ wyzej
opisanych regut nie wystarczy. Nalezy zapozna¢ si¢ z kilkoma dodatkowymi
pojeciami. Dzigki nim bedziemy wiedzieli, kiedy zakonczyliémy hodowanie na-
szego logicznego krzewu oraz jak nalezy interpretowaé powstaty prawdokrzew.
Okaze sig, ze w interpretacji najwazniejsze bedzie, tak jak w przypadku praw-
dziwego krzewu, to, czy nasz krzew ,,zyje”, czy tez ,,usecht”.

1.2.1. Pojecia dodatkowe

Bedziemy postugiwali si¢ nazwa ,,uschnigta galaz”. Nalezy przez nia rozu-
mie¢ galaz, w ktorej wystepuja przynajmniej dwa wyrazenie sprzeczne (np. p — ~p;
q — ~q); méwiac nieco inaczej to gataz, w ktorej odnajdujemy przynajmniej dwa
owoce proste, wygladajace tak samo, a r6zniace si¢ jedynie tym, ze jedno z nich
bedzie poprzedzone znakiem negacji; zagadnienie ujmujac bardziej obrazowo, ze
sprzecznoscia mamy do czynienia wowczas, gdy na tej samej gatezi znajduja si¢
dwa takie same proste owoce, tylko, ze jeden z nich jest jedzony przez robaka
(ksztatt znaku negacji ,,~” przypomina robaka). Terminem ,,zZywa galaz” bedzie-
my oznaczali kazda gataz, ktora nie jest uschnigta, czyli ze nie wystgpuja na niej
zadne wyrazenia sprzeczne. Gdy bedziemy pisali, ze dany prawdokrzew
uschnal, to bedziemy mieli na mysli taki krzew, ktorego wszystkie galezie sa

uschnigte. Natomiast krzew, ktoérego przynajmniej jedna gataz pozostata zywa,

nazywamy zywy prawdokrzewem’.

Wprowadzona terminologia — w zasadzie — odpowiada sytuacjom z prawdzi-
wym krzewem. Gdy uschna w nim wszystkie gatgzie, to wiemy, ze caty krzew
jest juz martwy. Lecz gdybysmy zauwazyli, ze przynajmniej jedna z gatazek
wypuszcza nowe, zielone liscie, to bedziemy wiedzieli, ze mimo wielu uschnig-
tych gatezi, krzew ciagle zyje. Mozemy wigc kojarzy¢ sobie takie wyrazania jak
HZYWY”, kwitnacy” z wartoscia logiczna prawdy, a stowa ,,martwy”, ,,uschnig-
ty” z logiczna wartos$cia falszu. Pamigtajmy tez, ze gataz w logicznym krzewie
symbolizuje istnienie pewnej mozliwosci.

7 W tekstach anglojezycznych wystepuja pojecia closed branch oraz open branch, czyli
»gataz zamknigta” i ,,gataz otwarta” (por. H. Pospesel, Introduction to Logic: Propositional
Logic, [online] <www.as.miami.edu/phi/one-sided-trees>, dostgp: 3.04.2011; w niniejszym
tekécie przyjatem niedostowne, za to bardziej obrazowe tlumaczenia — odpowiednio — ,,gataz
uschnigta” oraz ,,galaz zywa”.
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1.2.2. Reguly hodowania prawdokrzewu

Tworzenie prawdokrzewu powinno sktadac si¢ z trzech kolejno wykonywa-
nych dziatan. Oto one:

1. Skonstruowanie korzenia — to jak bedzie wygladat korzen, zalezy od
pytania badawczego, jakie, w stosunku do formuty wyjsciowej, zadamy.

2. Rozklad formul zloZzonych — postugujac si¢ poznanymi regutami, rozkta-
damy formuty zlozone; hodujemy owoce i galgzie. Ale pamigtajmy, Ze owoce
z danej formuly wyrosna na wszystkich galeziach, ktére pochodzg z tej for-
muly.

3. Hodowanie prawdokrzewu uznajemy za zakonczone wtedy, gdy zacho-
dzi przynajmniej jedna z dwu sytuacji:

(i) Wszystkie formuty ztozone (zaréwno te wystepujace w korzeniu, jak i te
bedace owocami) zostana roztozone na formuty proste.

(i) Wszystkie gatezie uschna (niezaleznie od tego, czy wszystkie formuly
ztozone przeksztalcilismy w proste); na uschnigtym prawdokrzewie nic wigcej
nie wyrosnie.

1.2.3. Reguly interpretacji prawdokrzewu

Analizujac prawdokrzew sprawdzamy, czy zachodzi jedna z ponizszych sytuacji:

1. Przynajmniej jedna galaz jest zywa — znaczy to, Ze istnieje przynajmniej
jedno takie warto$ciowanie, ktore prowadzi do prawdziwosci wszystkich formut
zawartych w korzeniu; mowiac inaczej, istnieje przynajmniej jedno takie pod-
stawienie wartosci logicznych prawdy i fatszu (1,0) w miejscu zmiennych zda-
niowych, ktore prowadzi do uzyskania przez wszystkie formuty wystgpujace
w korzeniu wartos$ci 1.

2. Wszystkie galezie uschly — co rownoznaczne jest z sytuacja, ze nie ma
takiego warto$ciowania, ktore prowadzitoby do prawdziwosci wszystkich formut
wystepujacych w korzeniu; nieco inaczej formutujac t¢ mysl, powiedzielibySmy,
ze niezaleznie od tego, jakie wartosci logiczne bedziemy podstawiali w miejsce
zmiennych zdaniowych i tak wszystkie formuty znajdujace si¢ w korzeniu praw-
dokrzewu nigdy naraz nie uzyskaja wartoéci 1. Korzen jest lichy, wiec wszyst-
kie gatezie uschly, a co za tym idzie, caly prawdokrzew mozemy ,,wyrwac”
i ,,wyrzuci¢” na $mietnik.

3. Analize prawdokrzewu zaczynamy zawsze od jego konca i kierujemy
sie¢ do korzenia.
Przyklad:

Naszym zadaniem jest zbadanie, czy dwie formuty p — ¢ oraz ~(q & p)
moga by¢ jednoczesnie prawdziwe. Korzen budujemy w ten sposob, ze rozpa-
trywane wyrazenia piszemy jedne pod drugim:
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p—q
~(q & p)

Taki zapis informuje nas, ze uznajemy, iz istnieje taka mozliwo$¢, ze dwie
formuly korzenia mogg by¢ naraz prawdziwe. Nastgpnie rozktadamy je na for-
mutly prostsze. W formule p — ¢ glownym funktorem jest implikacja, a w ~(g & p)
negacja odnoszaca si¢ do koniunkcji. Reguta implikacji informuje, Ze nalezy za-
negowac poprzednik lub nastgpnik pozostawi¢ bez zmian. Nasz krzew rozrasta si¢:

p—>q (1)
~(q & p)

PN

Przy rozktadanej formule postawiliSmy znak (7). W ten sposob zaznaczamy,
ze dana funkcj¢ zdaniowa juz roztozyliSmy. Liczba umieszczona w nawiasie in-
formuje, w ktorym ruchu dana formuta zostata roztozona. W naszym przykta-
dzie formule p — g roztozyliSmy jako pierwsza, wigc w nawiasie umiesciliSmy
liczbg jeden. Teraz rozktadamy druga formute naszego korzenia. Korzystamy
z reguly, zgodnie z ktora zanegowana koniunkcje zastepujemy alternatywa zane-
gowanych argumentéw. W naszym przypadku ~(¢ & p) zamieniamy na ~g v ~p:

p—>q (1)
~q&p) (2

PN
/\ /\

*

Teraz sprawdzimy, ktora z gatezi uschta, a ktora pozostaje zywa. Pierwsza gataz
— patrzac od lewej strony (kierunek czytania od dotu krzewu do korzenia !!) —
zawiera nastgpujace wyrazenia:

~q,~p, ~(q & p),p —q
Nie znajdujemy na niej zadnych wyrazen sprzecznych, zatem gataz ciagle kwit-
nie. Nastgpna gataz sktada sig z:

~p, ~p, ~(q &p),p—q
Tu tez nie wystepuja owoce, ktore bylby sprzeczne, wigc gataz pozostaje zywa.
W sktad kolejnej gatezi wchodza nastepujace wyrazenia:

~q. 4, ~(q &p).p —>q
Tym razem sytuacja przedstawia si¢ inaczej. Pojawiaja si¢ dwa owoce sprzecz-
ne ¢ oraz ~q. Galaz usycha. Sytuacje ta symbolicznie zaznaczamy stawiajac znak *
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na koncu galezi. W ostatniej galezi nie wystepuja wyrazenia sprzeczne, zatem
pozostaje ona zywa gatezia.

Jezeli galaz ciagle zyje, to znaczy, ze istnieje takie podstawienie warto$ci
logicznych, ktore prowadzi do prawdziwos$ci formul zawartych w korzeniu.
Pierwsza gataz od lewej jako proste owoce zawiera ~q, ~p,. Gdy p=0 i q=0
(~p=1, wigc p=0; ~q=1, wigc q=0), formuty wystepujace w korzeniu uzyskaja
warto$¢ 1. Sprawdzmy:

p —>¢q  — podstawiamy wartosci logiczne — 0 — 0=1;

~(p & q) — podstawiamy wartos$ci logiczne — ~(0 & 0)=~0=1.

Wszystko si¢ zgadza. Naszym zadaniem byto udzielenie odpowiedzi na py-
tanie, czy istnieje przynajmniej jedno takie wartosciowanie, ktore prowadzitby
to prawdziwosci korzenia, czyli uzyskania przez wszystkie zawarte w nim for-
muly wartosci 1. Odpowiedz brzmi, gdy p=0 i g=0, obie formutly korzenia uzy-
skaja wartos¢ 1.

Jezeli gataz usycha, tzn. ze w rozpatrywanej mozliwosci nie wystepuje takie
warto$ciowanie, ktore prowadzitoby do jednoczesnej prawdziwosci wszystkich
formut zawartych w korzeniu. Galaz, ktora uschta na naszym prawdokrzewie,
jako owoce zawierata ¢, ~¢q. Dwie formuty sprzeczne nie moga by¢ jednocze-
$nie prawdziwe (q=1, ~q=0; q=0, ~g=1), zatem nie ma takiego warto$ciowania,
ktore prowadzitoby do prawdziwosci korzenia.

2. Zastosowania prawdokrzewu

Wszystkie wyrazenia KRZ mozna uporzadkowac, wyrdzniajac trzy katego-
rie: tautologia — ,,zawsze” prawdziwa, czyli przy dowolnym wartosciowaniu uzy-
skuje 1; kontrtautologia — ,,zawsze” falszywa, czyli przy dowolnym wartoscio-
waniu uzyskuje 0; formuta kontyngentna — ,,czasami” prawdziwa, a ,,czasami”
falszywa, czyli przy niektorych warto$ciowaniach uzyskuje 1, a przy innych 0.
Prawdokrzew pozwala jednoznacznie rozstrzygnac, do ktorej z wymienionych
kategorii nalezy badana formuta.

2.1. Tautologia

Gdy chcemy przy uzyciu prawdokrzewu sprawdzi¢, czy dana formuta KRZ
jest tautologia, jako korzen piszemy zanegowang formule wyjsciowa. Nastep-
nie przechodzimy do hodowania prawdokrzewu. Wprowadzenie negacji nie jest
przypadkowe. Zauwazmy, ze jezeli w prawdokrzewie, ktorego korzen stanowi
zanegowana formuta wyjsciowa, wszystkie galezie uschna, bedzie to znaczyto,
ze nie ma takiego warto$ciowania, ktore prowadzitoby do prawdziwosci formu-
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ty wystepujacej w korzeniu, czyli ze nasza zanegowana formuta jest ,,zawsze”
falszywa. Negacja jest falszywa tylko wtedy, gdy jej argument ma wartos¢ 1.
Argumentem naszej negacji jest formuta, ktorej tautologiczno$¢ sprawdzamy.
Skoro formuta z negacja jest ,,zawsze” falszywa, to jej argument musi by¢ ,,za-
wsze” prawdziwy, czyli ze musi by¢ tautologia. Oczywiscie, jezeli przynajmniej
jedna z galezi bedzie kwitla, bedzie to znak, ze istnieje takie wartosciowanie,
ktore prowadzi do prawdziwos$ci korzenia, a to z kolei bedzie dowodem na nie-
tautologiczno$¢ formuty wyjsciowe;.

Sformutujmy reguly interpretacyjne:

— uschnigty prawdokrzew — badana formuta jest tautologia

— zyjacy prawdokrzew — badana formuta nie jest tautologia
Przyklad:

1. Czy formuta p v ~p jest tautologia? Zgodnie z zaleceniem, korzeniem krze-
wu jest zanegowana formuta wyjsciowa:

~(p vV ~p)

Stosujac regute zanegowanej alternatywy, otrzymujemy ~p i ~(~p). Podwoj-
na negacje skracamy do p:

~p v-~p) (1)
~p
p

Powstata jedna gataz skladajaca si¢ z dwoch owocoéw i korzenia. Uzyskali-
$my dwa sprzeczne owoce (~p oraz p), dlatego gataz uschta. Skoro nie ma ta-
kiego wartoSciowania dajacego prawdziwy korzen, to znaczy ze formuta
~(p v ~p)=0 bedzie ,,zawsze” fatlszywa. Skoro ~(p v ~p)=0, to p v ~p bedzie ,,za-
wsze” prawdziwe — badana formuta jest tautologia.

2. Czy formuta [(p v s) & ~p] — s jest tautologia? Powstanie jednoelemento-
wy korzen skladajacy si¢ z negacji, ktorej argumentem begdzie badana formuta:

~{[(pvs)&~p] —>s}

Zgodnie z reguta zanegowanej implikacji, otrzymamy swoista koniunkcje
(jedno wyrazenie pod drugim) niezmienionego poprzednika i zanegowanego na-
stepnika:

~{(pVvs) &~p]—>s} (1)
(pvs)&~p
~S
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Powstaly dwa owoce. Jeden bedacy formuta prosta ~s, drugi ztozona
[(p vs) & ~p], ktora musimy rozbié, korzystajac z reguly koniunkcji. Otrzymu-
jemy:

~{ (V) & ~pl = s} (1)
(pvs)&~p(2)
~8
pvs
~p
Musimy rozbi¢ owoc p v s. Korzystamy z reguty alternatywy:

~{[(pvs)&~pl—>s} (1)
[((pvs)&~p] (2)
~8

pvs(@3)
~p

/\
p S

Hodowanie prawdokrzewu uznajemy za zakonczone wtedy, gdy zachodzi
jedna z dwoch sytuacji: roztozono na proste wszystkie formuty ztozone lub
uschty wszystkie gatezie. W naszym przyktadzie zaistnialy te dwie sytuacje na-
raz. Skoro korzen ,,zawsze” bedzie falszywy, to argument formuly tworzacej
korzen musi by¢ ,,zawsze” prawdziwy. OdpowiedZ na postawione pytanie brzmi:
badana formuta jest tautologia.

3. Czy nastgpujaca formuta [(p = q) v (p — r)] — (q & r) jest tautologia?
Korzen powstaje przez zanegowanie formuty wyjsciowe;j:

~lp>9vPp—->n—->@Q@&n)}

Tworzymy galezie korzystajac z reguty zanegowanej implikacji:

~lpP—>dvPE—->n—>@&r)} 1)
P—>9vp—r
~(q &)

Teraz rozbijamy powstate owoce. To, czy najpierw rozbijemy pierwszy od
gory owoc, czy drugi, nie ma wigkszego znaczenia, jezeli chodzi o warto$¢ prze-
prowadzanego dowodu. Jednak kolejnos$¢ rozbijania wptywa na prostote struk-
tury prawdokrzewu. Poleca sig, aby uprosci¢ caty prawdokrzew, rozktada¢ for-
muly ztozone wedlug nastepujacych regut:

1. Najpierw rozbijamy te formuty, ktore prowadza do powstania tylko owo-
cow (koniunkcja, zanegowana alternatywa, zanegowana implikacja).
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2. W drugiej kolejnosci rozbijamy te, ktore prowadza do powstania dwoch
gatezi z dwoma owocami, czyli rozbijamy réwnowazno$¢ albo zanegowana
réwnowaznos$e.

3. Dopiero jako ostatnie rozktadamy te, ktore prowadza do powstania dwéch
galezi po jednym owocu (alternatywa, implikacja, zanegowana koniunkcja).

Nasz prawdokrzew posiada dwa owoce (alternatywe i zanegowana koniunk-
cje). Kazdy z nich prowadzi do powstania dwoch gatezi z pojedynczymi owo-
cami, zatem nie ma wigkszego znaczenia, od ktorego z nich zaczniemy. Wybie-
ramy pierwszy owoc od gory, czyli alternatywe:

~lpp—>9dvPE—->]—>(@&r)} (1)
P>9Pvp—n@2)
~(q & 1)

7N

p—q p—r

Otrzymalismy dwie galgzie po jednym owocu na kazdej, bo wystarczy, aby
p — g=1lub p — r=1, aby wyjsciowa alternatywa byta prawdziwa.

Przejdzmy do wyhodowania nastgpnych galezi i owocow. Implikacja ,,owo-
cuje” dwoma gateziami, tak samo jak zanegowana koniunkcja. Nie ma wigc
wigkszego znaczenia, od ktorej z tych formut zaczniemy:

~lP>9dvE—r]—->@&r)} ()
P=>9vp—0@2)

~q &N ()
/\
p—q p—or

PO

Wybrali$my zanegowana koniunkcje. Podkreslmy, ze formuta ~(¢ & 7) jest inte-
gralng czgsécia zardwno galezi lewej (owoc: p — ¢), jak i prawej (owoc: p — r).
Dlatego tez owoce powstate przez jej roztozenie ,,paczkuja” na kazdej gatezi®.
Owoce z danej formuty wyrosna na wszystkich i tylko tych gateziach, ktore po-
chodza z tej formuty.

Teraz przejdziemy do roztozenia pozostatych implikacji. Zaczniemy od
pierwszej z lewe;j:

8 Nie ma w tym nic zaskakujacego. Prosze wyobrazi¢ sobie zrodto — odpowiednik naszej for-
muly ~(q & r) — z ktorego wyptywaja dwie rzeki (formuty p — ¢ oraz p — r). Jezeli wlalibysmy
czerwona farbeg do zrodla, to obydwie rzeki zabarwia si¢ na czerwono; analogicznie, owoce ,,pacz-
kujacej” formuly ~(q & r) wyrosna na wszystkich gateziach, ktorych formuta ta jest czgécia.
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~lpp—>dvE—>]—>@&r)} (1)
P—>qvip—r12)
~(q &) (3)

7N

p—>q4) p—>r

VAN
A/

~P 9P 9q

%
Formuta p — ¢ jest wytacznie czg$cia gatezi wystepujacych pod nia, dlate-
go jej owoce nie ,,paczkowaly” na galeziach, ktore pochodza od formuty p — r.
Rozbijmy ostatnig ztozong formute, czyli p — r:

~lpp—->dvE—>]—>@&r)} (1)
P—>qvip—r1?)
~(q &) (3)

p—>q) p—>r1(5)
~q ~r ~q ~r
~p q ~p q ~pr ~pr
k *

Jak wida¢, powyzsza formuta nie jest tautologia, poniewaz nie wszystkie gate-
zie uschly. Przygladnijmy si¢ prostym owocom na trzeciej gatezi, liczac od lewej
strony. Sg to — patrzac od dotu — ~p, ~r. Wnioskujemy z tego, ze wystarczy, aby p=0
(bo ~p=1) oraz =0 (bo ~r=1), a formuta wystgpujaca w korzeniu uzyska wartos¢

1. To znaczy, ze jej argument (formuta badana) bedzie falszywy. Zauwazmy, ze
nie musimy zna¢ warto$ci logicznej zmiennej g. Sprawdzmy nasz wniosek:

A= DvEP-D—>@&n}
~{[(0—=>?) Vv (0—>0)]—?&0)}
~[(1v1)—0]
~(1—0)
~0
1
Badana formuta nie jest tautologia.
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2.2. Kontrtautologia

Gdy chcemy sprawdzi¢, czy dana formutla jest kontrtautologia, wystarczy
zapisa¢ ja jako korzen i sprawdzi¢, czy wszystkie galezie uschna. Wszystkie
uschnigte galezie informuja, ze caty prawdokrzew uschnal, czyli Ze nie ma ta-
kiego wartosciowania, ktore datoby wartos¢ 1 dla formul wystepujacych w ko-
rzeniu. To znaczy, ze badana formuta jest kontrtautologia.

Reguly interpretacyjne sa nastgpujace:

— uschnigty prawdokrzew — badana formuta jest kontrtautologia

— zyjacy prawdokrzew — badana formuta nie jest kontrtautologia
Przyklad 1:

Czy nastgpujaca formuta ¢ & ~g jest kontrtautologia? Wyjsciowa formute
zapisujemy jako korzen:

q&~q

Piszac w ten sposob, uznajemy, ze koniunkcja ta jest prawdziwa, a zatem jej
argumenty rowniez musza by¢ prawdziwe:

q&~q (1)
q
~q
%

W powstatej gatezi pojawily si¢ dwa owoce prawie identyczne, rézniace si¢
jedynie znakiem negacji (jeden owoc zdrowy, a drugi jest ,,jedzony” przez ,,ro-
baka”, czyli negacje). Gdy w jakie$ galezi pojawi sig sprzecznos¢, galaz usycha.
W naszym przyktadzie byla to tylko jedna gataz, wigc uznajemy, ze caly krzew
usecht. Wniosek jest taki, ze nie istnieje takie warto§ciowanie, ktore prowadzit-
by do prawdziwosci korzenia, zatem badana formutla jest ,,zawsze” falszywa,
a zatem jest ona kontrtautologia.

Przyklad 2:

Naszym zadaniem jest zbada¢, czy formuta ~r v ~r) & ~p & ~p) & (p —> 1)
jest kontrtautologia. Stworzmy korzen i rozbijmy najpierw koniunkcje, a nastep-
nie alternatywe:

~Mrv~r) & ~(p & ~p) & (p—>r) (1)
~(r v ~1) (2)
~(p & ~p)
(p—r1)
T
~T
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Prawdokrzew okazal si¢ by¢ uschnigty, mimo Ze nie rozbiliSmy wszystkich
formut ztozonych. Jednak uschia nam jedyna galaz, jaka powstata. Wniosek jest
taki, ze nie istnieje takie podstawienie wartosci logicznych, ktore prowadzitoby
do uzyskania przez formulg¢ wystepujaca w korzeniu wartosci 1, czyli ze badana
formuta jest kontrtautologia.

2.3. Formuly kontyngentne

Gdy badamy pewng formul¢ KRZ pod katem jej tautologicznosci i okazuje
si¢, ze nie jest ona tautologia, to jeszcze nie wiemy, czy zalicza si¢ ona do kate-
gorii kontrtautologii. Chcac sprawdzié, czy jest kontrtautologia, powinni$my roz-
rysowa¢ nowy prawdokrzew. Gdyby i tym razem przynajmniej jedna z gatgzi
pozostata zywa, wowczas uzyskujemy absolutna pewnos¢, ze badana formuta nie
jest ani tautologia, ani kontrtautologia, czyli Ze jest wyrazeniem kontyngentnym.
Przyklad:

Czy formula (p & ~q) v (p — r) jest wyrazeniem kontyngentnym? Musimy na-
rysowa¢ dwa prawdokrzewy. W jednym sprawdzimy tautologiczno$¢ tej formuty,
a w drugim jej kontrtautologicznos¢. Gdy okaze sig, ze nie jest ona ani tautologia,
ani kontrtautologia, to bedziemy wiedzieli, Ze jest wyrazeniem kontyngentnym.

Tautologiczno$¢ formuly (korzen stanowi zanegowana formuta wyjsciowa):

P&~ v—r)]D)
~(p & ~q)
~(p—71)
Rozbijamy owoc-implikacje¢, poniewaz prowadzi ona do powstania wylacz-
nie OWocoOw:

~Np&~qvEp—-r]d)

~(p & ~q)
~(p—1) (2)
P

~r
Teraz rozbijamy owoc bedacy zanegowana koniunkcja:

~Np&~qvp—-r)]d)
~(p & ~q) (3)
~p—1)(2)
P

9 Na mocy prawa podwdjnego przeczenia ~(~¢)=q.

(~q=q)°
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Jedna gataz pozostata zywa, a zatem uznajemy, ze korzen réwniez zyje. Ba-
dana formuta nie jest tautologia.

Kontrtautologiczno$¢ formuty (korzen stanowi formuta wyjsciowa; rozbili-
$my korzen, a potem owoc-koniunkcjg):

P&~ vp-—or(l)

N

p&~q(2) p—r
p
~q
Teraz rozbijemy owoc-implikacje:
P&~ vp—rd)

RN

p&~q(2) p—>1(3)
p /\
~q ~p r

Pozostata przynajmniej jedna galaz zywa (mowiac doktadniej — zadna gataz
nie uschta). Formula wystepujaca w korzeniu, przy pewnym warto$ciowaniu,
uzyska wartos$¢ logiczng 1. Prawdokrzew zyje, wigc badana formuta nie jest
kontrtautologia. Skoro nie jest ona ani tautologia, ani kontrtautologia, jest wigc
wyrazeniem kontyngentnym.

2.4. Wynikanie logiczne

Z wynikaniem logicznym mamy do czynienia wowczas, gdy struktura wnio-
skowania jest tautologia. Moéwimy, ze ze zdania A wynika logicznie zdanie B
wtedy, gdy zdanie implikacyjne jest podstawieniem prawa logicznego (tautolo-
gii). Cheac sprawdzi¢, czy z danych przestanek wynika logicznie wniosek, na-
lezy zrekonstruowac¢ strukture logiczna tego wnioskowania i zbadaé, czy jest ona
tautologia.

W przypadku prawdokrzewu, gdy posiadamy juz strukture logiczna wniosko-
wania, postgpujemy w nastepujacy sposob: konstruujemy korzen, wypisujac
wszystkie przestanki (mowiac doktadniej — formy logiczne tych przestanek) jed-
na pod druga i dolaczamy jeszcze zanegowang konkluzje (formg logiczna kon-
kluzji) naszego wnioskowania!©,

10 por, G. Restall, op. cit., s. 41-45.
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Zatrzymajmy si¢ chwile nad ta reguta postgpowania. Korzen tworzymy, wy-
pisujac funkcje zdaniowe jedna pod druga. Sa one forma logiczna przestanek
i zanegowanego wniosku. Konstruujac korzen, domyslnie przypisujemy jego
czgsciom wartos¢ logiczna prawdy. Wyrazenia w korzeniu wystepuja jedno pod
drugim, wigc traktujemy je tak, jakby byly potaczone koniunkcja, czyli nasz ko-
rzen to koniunkcja przestanek wraz z zanegowanym wnioskiem. Napisanie za-
negowanego wniosku jest rownoznaczne z domys$lnym uznaniem, ze wniosek
jest falszywy. Jezeli w naszym prawdokrzewie wszystkie gatezie uschna, bedzie
to znaczyto, ze nie ma takiego warto$ciowania, w ktorym przestanki bytby praw-
dziwe, a wniosek fatszywy. Natomiast jezeli przynajmniej jedna z gatezi bedzie
kwitta, to bedzie znaczy¢, ze istnieje takie podstawienie wartosci logicznych za
zmienne zdaniowe, ktore prowadzi do prawdziwos$ci przestanek i fatszywosci
wniosku; wowczas miedzy przestankami a wnioskiem nie bedzie zachodzi¢ wy-
nikanie logiczne.

Reguly interpretacyjne przedstawiaja si¢ nastgpujaco:

— uschnigty prawdokrzew — zachodzi wynikanie logiczne

— zywy prawdokrzew — wynikanie logiczne nie zachodzi
Przyklad:

Czy ze zdania ,,Jezeli Piotr kocha Ewg, to pojedzie z nia dookota $wiata”
oraz zdania ,,Piotr kocha Ew¢” wynika logicznie wniosek ,,Piotr pojedzie z Ewa
dookota $wiata”. Struktura wnioskowania wyglada tak!!:

[(P—>q &pl—q

Sprawdzenie:
Korzen beda stanowity przestanki wraz z zanegowanym wnioskiem.

p—q
p
~q
Zastosujemy tylko jedna regute dekompozycji:
p—q(l)
p

A

* *

11 p — »,Piotr kocha Ewg”; g — ,,Pojedzie z nia dookota $wiata”; struktura pierwszej prze-

stanki p — ¢, a drugiej p.
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Wyhodowalismy owoce sprzeczne na kazdej gatezi prawdokrzewu. Prawdo-
krzew jest uschnigty, wigc miedzy przestankami a wnioskiem zachodzi stosunek
wynikania logicznego.

3. Zakonczenie

Przedstawiona metoda niewatpliwie wymaga wigkszego naktadu pracy niz
nauczenie si¢ metody zero-jedynkowej. Jednakze ta ostatnia ksztaltuje, po na-
braniu pewnej wprawy przez jej uzytkownika, dos¢ mechaniczny styl pracy;
w zasadzie nie wymaga my$lenia podczas dokonywania rachunkéw na zerach
i jedynkach. Dodatkowo przy wigkszej liczbie zmiennych zdaniowych ro$nie
bardzo szybko ilo$¢ koniecznych do przebadania przypadkow (zgodnie ze wzo-
rem 2", gdzie n jest liczba réznoksztaltnych zmiennych zdaniowych; np. n=2
daje 22=4, a przy n=4 mamy 2*=16 przypadkéw do przebadania'2). W przypad-
ku prawdokrzewu nie ma wigkszego znaczenia, ile réznoksztattnych zmiennych
wystepuje w badanej formule. Rownie dobrze sprawdza si¢ przy dwoch, jak
i przy dziesigciu réoznoksztaltnych zmiennych zdaniowych. Prawdokrzew jest
duzo bardziej efektywny w dzialaniu niz metoda zero-jedynkowa. Metoda bu-
dowania prawdokrzewu daje rowniez calosciowy wglad we wszystkie zwiazki
logiczne, w jakie uwiklane sa badane przez nas formuty. Dodatkowo, jak si¢
wydaje, tworzenie prawdokrzewu angazuje wigcej procesoOw myslowych, dzigki
czemu wpadnigcie w putapke ,,mechanizacji” myslenia zdaje si¢ by¢ mato praw-
dopodobne. Nieco wigkszy naktad pracy, jaki nalezy wtozy¢, aby zaczaé ptynnie
postugiwac¢ metoda graficzna, prowadzi do glgbszego rozumienie klasycznego ra-
chunku zdan, co w naukowej dziatalnosci humanistéw powinno zaowocowac ja-
kosciowo lepszym poziomem myslenia.

12 Logik Charles Lutwidge Dodgson (1832—1898) sformutowat problem zaby. Wystepuje
w nim osiemnascie réznych zmiennych zdaniowych. Chcac ten problem rozwiazaé metoda
zero-jedynkowa, nalezatoby zbada¢ 262 144 kombinacji warto$ci logicznych (za K. Trzgsicki,
op. cit., s. 51). Prawdokrzew jest metoda duzo bardziej efektywna (por. P. Suber, Truth Tree
for Propositional Logic, [online] <www.earlham.edu/~peters/courses/log/treeprop.htm>, do-
step: 3.04.2011.



